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Introducción

Introducción

La interacción social y los factores ambientales y culturales juegan un
papel importante en la propagación de las enfermedades infecciosas.
¿Independencia de los datos?
La estadística espacial logra modelar tal situación.
Tradicionalmente se analizan espacialmente los datos ignorando el
componente temporal.
Cuando la enfermedad es rara (conteos de datos escasos), si se
analizan los datos por período de tiempo, la estimación del riesgo de
la enfermedad es imprecisa.
Solución: Estadística Bayesiana.
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Introducción

Introducción

El virus inmunodeficiencia humana (VIH) es el virus que causa el
síndrome de inmunodeficiencia adquirida (SIDA). Altera el sistema
inmunológico y destruye la capacidad del cuerpo para defender otras
enfermedades.
VIH/SIDA es la segunda causa de muerte más importante entre
los adolescentes de 10 a 19 años después de los accidentes de
tránsito (Organización Mundial de la Salud, 2014).
En Costa Rica, VIH/SIDA es una de las tres principales causas de
muerte de personas de todas edades en el año 2002, junto con la
cardiopatía isquémica y enfermedades cerebrovascular (Altman,
2011).
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Introducción

VIH/SIDA

Organización Panamericana de Salud (2004) analiza
descriptivamente demostrando las evidencias espaciales y temporales
por separado.
(Zanakis et al., 2007) analizó a nivel de los países los factores como
desventajas económicas y de salud, migración (pobreza), etc.
Encontraron que un país con menos incidencia de VIH posee las
siguientes características:

densidad de población baja,
mejores sistemas de salud (más doctores, enfermedas y camas por
hospital), y
mejor desarrollo en los medios de comunicación.
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Metodología

Distancia y vecindario

Distancia y vecindario
Se define la matriz de proximidad

W = {wij}
para i = 1, ..., n y j = 1, ..., n

.
Distancia fija tipo II:

wij =


dγ

ij si dij < δ, siendo dij la distancia entre los centroides
de Ai y Aj , con dij > 0, δ > 0 y γ < 0

0 otros casos
Vecino que comparte la frontera:

wij =
{

1 si Aj comparte frontera con Ai
0 otros casos

K centroides más cercanos:

wij =

 1 si el centroide de Aj es uno de los k centroides más
cercanos a Ai

0 otros casos
7 / 39
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Metodología

Índice de I de Moran

Índice de I de Moran

I =
n

n∑
i=1

n∑
j=1

wij(yi − ȳ)(yj − ȳ)

n∑
i=1

(yi − ȳ)2∑∑
i ̸=j

wij

,

donde wij es el elemento ij de la matriz de proximidad W .

I es asintóticamente normal con

E (I) = − 1
(n − 1) ,

VAR(I) = n2(n − 1)S1 − n(n − 1)S2 − 2S2
0

(n + 1)(n − 1)2S2
0

,

(Banerjee et al., 2014) Debido al problema de convergencia
asintótica es lenta, se recomienda el uso de I de Moran para análisis
exploratorio espacial.
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Metodología

Riesgos relativos

Riesgos relativos
Sea Yit el conteo del evento para el área i y el tiempo t (i = 1, ..., n
y t = 1, ..., T ).

Yit ∼ Poisson(λit)

λit = Nit · pit = Nit · p∗
(

pit
p∗

)
= Eit · rit ,

donde
p∗ es la probabilidad global de que ocurra el evento en toda la región
del estudio,
Eit es cantidad esperada global, y
rit es riesgo relativo.

En Estadística clásica, el estimador de máxima verosimilitud del
riesgo relativo es:

r̂ = pit
p∗ =

Oit/Nit
Eit/Nit

= Oit
Eit

donde Eit =

∑
i,t

Oit∑
i,t

Nit
· Nit

9 / 39
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Metodología

Mapeo de probabilidades

Mapeo de probabilidades

Visualización de los valores
extremos.

pi =


∑

x≥yi

Ê x
i e−Êi

x ! si yi ≥ Êi∑
x≤yi

Ê x
i e−Êi

x ! si yi < Êi

donde
Êi es el conteo esperado en el área i
yi es el conteo observado en el área i

Mapa de probabilidades de
defunciones de VIH/SIDA
(1998-2012)

menos de 0.05
0.05−0.1
0.1−0.502
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Metodología

Estimación Bayesiana

Estimación Bayesiana

1 Problemas en la estimación de los riesgos relativos en los conteos
bajos:

La variación del riesgo relativo es grande.
El valor de p siempre es pequeño en poblaciones grandes debido a
que el error estándar de los riesgos relativos es pequeño.

2 Formulación del teorema de Bayes (caso continuo)

h(θ|x1, ..., xn) = f (x1, ..., xn|θ)g(θ)∫
f (x1, ..., xn|θ)g(θ)dθ

,

3 Implementación de MCMC para el cálculo de la distribución a
posteriori, pues generalmente las estimaciones involucran integrales
de altas dimensiones y no tienen soluciones analíticas.

Metropolis-Hastings
Muestreo de Gibbs
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Metodología

Modelos espaciales y temporales

Modelo autoregresivo condicional(CAR)

Yi ∼ Poisson(µi = Ei ri)

ln(ri) = xβ + si + ui ,

donde los si son los efectos espaciales estructurados y ui son los no
estructurados.
La estructura para modelar el componente espacial es

si |sj,j ̸=i ∼ N
(∑

j wijsj∑
j wij

,
σ2

s∑
j wij

)

CAR espacial: θ ∼ CAR(W , σ2
θ)

CAR temporal: α ∼ CAR(Q, σ2
α)

12 / 39
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Metodología

Modelos espacio-temporales

Modelos espacio-temporales

Knorr-Held (2000)

ln(rit) = µ + αt + γt + θi + ϕi + δit

Las distribuciones a priori de α, γ, θ y ϕ siguen una distribución
multinormal con media 0 y precisión κK .
Para γ y ϕ, se asume una distribución a priori intercambiable con
K = I (matriz identidad).

θ ∼ CAR
(

W , 1
κθ

)
α ∼ CAR

(
Q, 1

κα

)
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Metodología

Modelos espacio-temporales

Modelos espacio-temporales

Para δ se tienen 4 interacciones posibles:
I γ con ϕ: el tiempo y el espacio no interactúan entre sí.

II α con ϕ: captura información a través del tiempo para cada unidad
geográfica y es independiente para cada área. Por lo tanto, cuando el
patrón temporal es diferente para cada área y no interactúa con el
patrón espacial, este modelo es el más apropiado.

III γ con θ: el patrón espacial es diferente para cada tiempo t.
IV α con θ: una unidad geográfica es dependiente de los tiempos

adyacentes, de la información de sus vecinos y de los tiempos
adyacentes de los vecinos.
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Metodología

Modelos

Modelos

Modelo 1 (Richardson et al., 2006)
Interacción tipo I

ln(rit) = µ + xi β + θi + αt + vit , (1)

con las distribuciones a priori :
µ, βi ∼ N (0; 104),
θ ∼ CAR(W , 1/τθ),
α ∼ CAR(Q, 1/τα),
vij ∼ N (0, 1/τv ), y
los hiperparámetros τθ, τα, τv ∼ Gamma(0, 5; 0, 0005).
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Metodología

Modelos

Modelos

Modelo 2 (Waller et al., 1997)
Interacción tipo III

ln(rit) = µ + xi β + αt + ϕ
(t)
i + v (t)

i , (2)

con las distribuciones a priori :
µ, βi ∼ N (0; 104),
α ∼ CAR(Q, 1/τα),
ϕ(t) ∼ CAR(W , 1/τ t

ϕ) para t = 1, ..., 15, es decir que es
un modelo CAR condicional al tiempo t,

v (t)
i

iid∼ N(0, 1/τt), y
los hiperparámetros τ t

θ , τα, τt ∼ Gamma(0, 5; 0, 0005).
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Metodología

Modelos

Modelos

Modelo 3 (Lagazio et al., 2001,0; Schmid y Held, 2004)
Interacción tipo IV

ln(rit) = µ + xi β + αt + θi + vit , (3)

con las distribuciones a priori :
µ, βi ∼ N (0; 104),
θ ∼ CAR(W , 1/τθ),
α ∼ CAR(Q, 1/τα),
los hiperparámetros τθ, τα ∼ Gamma(0, 5; 0, 0005).

Se puede notar que la especificación de las distribuciones a priori de este
tipo, la distribución de vit depende de:

1 vi,t−1 y/o vi,t+1, el efecto temporal de primer orden.
2 vjt con j ∼ i , el efecto espacial de los vecinos
3 vj,t−1 y/o vj,t+1 con j ∼ i , el efecto temporal de los vecinos.

17 / 39



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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Metodología

Modelos

Modelos

Modelo 4
Regresión lineal

ln(rit) = µ + xi β + vit , (4)

con las distribuciones a priori :
µ, βi ∼ N (0; 104),
vij ∼ N (0, 1/τv ), y
los hiperparámetros τv ∼ Gamma(0, 5; 0, 0005).
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Metodología

Criterios para seleccionar el mejor modelo

Criterios para seleccionar el mejor modelo

Ordenada predictiva condicional

CPOit = f (yit |y(it))

=
∫

f (yit |θ)f (θ|y(it), x(it)) dθ

=
(∫ 1

f (yit |θ,xi ) f (θ|y , x)dθ
)−1

LCV =
n∏

i=1

T∏
t=1

CPOit .

NLLKCV = −
n∑

i=1

T∑
t=1

log CPOit

ĈPOit =
(

1
N

N∑
s=1

1
f (yit |θ(s), xi)

)−1
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Metodología

Aplicación con datos reales

Aplicación de datos reales

Variable dependiente
Defunciones por causa de VIH/SIDA por cantón y año en 1997-2012.

Variables independientes
% viviendas urbanas
% población entre 24 y 49 años.
tasa de mortalidad infantil.

Programas
R versión 3.1.2
OpenBUGS versión 3.2.3
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Resultados

Aplicación de datos de defunciones de VIH/SIDA (1998-2012)

Análisis exploratorio espacial

Definición de la matriz de proximidad I de Moran valor-p
Distancia fija tipo II1 0,121 0,033
Vecino que comparte la frontera 0,2985 <0,001

k centroides más cercanos

k=1 0,238 0,062
k=2 0,317 0,001
k=3 0,324 <0,001
k=4 0,338 <0,001

1con δ = Q1 = 32528 el primer cuartil y γ = −1.

Cuadro: El índice I de Moran usando diferentes definiciones de matriz de
proximidad aplicado a los datos de VIH/SIDA en Costa Rica (1997-2012)
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Aplicación de modelos jerárquicos Bayesianos espacio-temporales a la información sobre VIH/SIDA de Costa Rica
Resultados

Aplicación de datos de defunciones de VIH/SIDA (1998-2012)

Análisis exploratorio espacial
1 (Bailey y Gatrell, 1995) 51 de 81 cantones presentan riesgos

extremadamente altos o bajos pues pi < 0, 05 .

menos de 0.3
0.3−0.53
0.53−0.76
0.76−1.09
1.09−2.46

(a) Mapa de riesgos relativos
(estimación de estadística clásica)

menos de 0.05
0.05−0.1
0.1−0.502

(b) Mapa de probabilidad

Figura: Mapas de defunciones por VIH/SIDA por cantón (1998-2012)
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Aplicación de modelos jerárquicos Bayesianos espacio-temporales a la información sobre VIH/SIDA de Costa Rica
Resultados

Aplicación de datos de defunciones de VIH/SIDA (1998-2012)

Análisis espacio-temporal

Diagnósticos

Modelo período de calentamiento iteraciones thinning NLLKCV
1 10.000 10.000 10 1448,3
2 50.000 10.000 20 1534,1
3 4.000.000 10.000 50 1454,8
4 50.000 10.000 5 1512,5

Cuadro: La especificación de los parámetros del MCMC de los modelos y la
bondad de ajuste

Dichos parámetros fueron escogidos debido a que la complejidad de
los modelos es distinta.
Los parámetros de la cadena del modelo 3 son sugeridos en Lagazio
et al. (2001).
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Resultados

Aplicación de datos de defunciones de VIH/SIDA (1998-2012)

Análisis espacio-temporal
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(b) Orotina
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(c) Corredores

Figura: Riesgos relativos estimados con los modelos 1, 2 y 3
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Resultados

Aplicación de datos de defunciones de VIH/SIDA (1998-2012)

Análisis espacio-temporal: interpretación de los
riesgos relativos
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(a) los riesgos relativos clásicos
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(b) Media a posteriori de los riesgos
relativos (mod 1)

Figura: Comparación de los riesgos relativos estimados por año de los 81
cantones
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Resultados

Aplicación de datos de defunciones de VIH/SIDA (1998-2012)

Análisis espacio-temporal: interpretación de los
riesgos relativos

Cantones con riesgos más altos:
San José, Puntarenas, Montes
de Oca, Tibás, Alajuelita,
Goicoechea, Limón, Curridabat,
Escazú Corredores,
Desamparados, Carrillo, Flores,
Cartago, Santa Ana, Vázquez
de Coronado, La Unión, San
Rafael y La Cruz.
Caracterizados por ser de alta
migración, urbanización y zonas
fronterizas.
Resultado coincide con los
análisis descriptivos hechos por
el Ministerio de Salud (2004)

0

1

2

3

4 8 12
t

r.r
.

Figura: Media a posteriori de los
riesgos relativos del modelo 1 por año
de los 81 cantones
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Aplicación de modelos jerárquicos Bayesianos espacio-temporales a la información sobre VIH/SIDA de Costa Rica
Resultados

Aplicación de datos de defunciones de VIH/SIDA (1998-2012)

Análisis espacio-temporal: interpretación de los
riesgos relativos

(González-Ramírez, 2009) el VIH afecta a la psicología de los
pacientes:

control de sus decisiones,
debilita su vida mental, su identidad y su autoestima.

las personas detectadas evitan a los conocidos y emigran a lugares
urbanos en donde las personas son más variadas y desconocidas.
Además, estos lugares tienen mejor atención de la salud.
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Aplicación de modelos jerárquicos Bayesianos espacio-temporales a la información sobre VIH/SIDA de Costa Rica
Resultados

Aplicación de datos de defunciones de VIH/SIDA (1998-2012)

Análisis espacio-temporal: interpretación de los
riesgos relativos

menos de 0.25
0.25−0.5
0.5−0.75
0.75−1
1−1.25
1.25−1.5
mas de 1.5

(a) Máxima verosimilitud

menos de 0.25
0.25−0.5
0.5−0.75
0.75−1
1−1.25
1.25−1.5
mas de 1.5

(b) Media a posteriori

Figura: Estimación de riesgos relativos en el año 1998
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Aplicación de modelos jerárquicos Bayesianos espacio-temporales a la información sobre VIH/SIDA de Costa Rica
Resultados

Aplicación de datos de defunciones de VIH/SIDA (1998-2012)

Análisis espacio-temporal: interpretación de los
riesgos relativos

menos de 0.25
0.25−0.5
0.5−0.75
0.75−1
1−1.25
1.25−1.5
mas de 1.5

(a) Máxima verosimilitud

menos de 0.25
0.25−0.5
0.5−0.75
0.75−1
1−1.25
1.25−1.5
mas de 1.5

(b) Media a posteriori

Figura: Estimación de riesgos relativos en el año 2005
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Aplicación de modelos jerárquicos Bayesianos espacio-temporales a la información sobre VIH/SIDA de Costa Rica
Resultados

Aplicación de datos de defunciones de VIH/SIDA (1998-2012)

Análisis espacio-temporal: interpretación de los
riesgos relativos

menos de 0.25
0.25−0.5
0.5−0.75
0.75−1
1−1.25
1.25−1.5
mas de 1.5

(a) Máxima verosimilitud

menos de 0.25
0.25−0.5
0.5−0.75
0.75−1
1−1.25
1.25−1.5
mas de 1.5

(b) Media a posteriori

Figura: Estimación de riesgos relativos en el año 2012
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Conclusiones

Limitaciones
Aspecto computacional para generar las estimaciones Bayesianas.
La alta autocorrelación del parámetro γ del modelo 3.
Disposición de los datos de VIH/SIDA de únicamente 16 años.
No consideración de la información a priori.

33 / 39



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Aplicación de modelos jerárquicos Bayesianos espacio-temporales a la información sobre VIH/SIDA de Costa Rica
Conclusiones

Conclusiones
Discusión

Se demostró evidencia espacial usando diferentes definiciones de
matriz de proximidad.
Se exploró con el mapa de probabilidad y se demostró la existencia
de valores extremos debido a conteos bajos.
El modelo 1 ajusta mejor a pesar de que los modelos 2 y 3 presentan
estructuras espacio-temporales más complejas.
Los cantones que presentan riesgos relativos altos están
caracterizados por la alta migración, urbanización o estar ubicados
en zonas fronterizas.
Los riesgos relativos de estos cantones decrecen a lo largo de tiempo,
debido a la mejora de los servicios y medicamentos en el tiempo.
Los riesgos relativos de otros cantones se mantienen constantes y
bajos a lo largo de tiempo.
Se compararon las estimaciones Bayesianas con las de máxima
verosimilitud y se obtuvo que las primeras son más suavizadas.
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Trabajos futuros
Análisis espacio-temporal de casos diagnosticados de VIH y de SIDA.
Ajuste de modelos con el período de estudio más largo.
Incorporación de información a priori.
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Fin

¡Gracias!
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